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Abstract. Este trabalho descreve a implementacdo e a comparacdo de diferentes métodos
de aproximagdo para fungdes ndo lineares no processador soft-core de arquitetura reduzida
SAPHO. Foram estudadas as funcdes seno, cosseno, tangente, arco-tangente, exponencial,
tangente hiperbdlica e sigmoide, empregando trés abordagens distintas: séries de Maclaurin,
tabelamento e o algoritmo CORDIC. As solugoes foram implementadas em duas larguras de
dados, 23 e 32 bits e os resultados avaliados segundo o erro médio e a quantidade de ciclos
de clock necessdrios a execugcdo. Os achados indicam que as séries de Maclaurin tendem a
fornecer maior precisdo, sobretudo na configuracdo de 32 bits, porém com custo de maior
tempo de execugdo. O tabelamento mostrou-se como uma alternativa que apresenta rela¢do
satisfatoria entre acurdcia e desempenho. Jd o CORDIC obteve desempenho inferior no
SAPHO, em razdo da exigéncia de elevada precisdo e dos erros nos circuitos responsdveis
por cdlculos em ponto flutuante. As conclusoes sdao sustentadas por grdficos, tabelas e trechos
de codigo que corroboram a andlise apresentada.

Keywords: FPGA, Aproximagoes Numéricas, Fung¢oes Nao Lineares, Processador Embarcado.

1. INTRODUCAO

O Scalable Architecture Processor for Hardware Optimization (SAPHQO) é um processador
soft-core desenvolvido no Nucleo de Instrumentacdo e Processamento de Sinais da
Universidade Federal de Juiz de Fora. Diferente de outras arquiteturas PSC, o SAPHO
realiza alocacao automdtica de recursos de hardware na etapa de compilacao, gerando circuitos
otimizados conforme as instru¢des do cddigo do usuario, e, por ser implementado em FPGAs,
permite o processamento rapido e eficiente de grande volume de dados com baixo uso de
recursos computacionais (21)).

Para ampliar o alcance de aplicacdes e a capacidade de processamento do processador,
torna-se necessario ampliar sua biblioteca em C com aproximagdes para fungdes nao lineares,
buscando um equilibrio entre precisao e velocidade. As rotinas padrao da biblioteca math.h nao
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sdo adequadas para muitos sistemas embarcados: dependem de suporte de hardware especifico
(como floating-point unit padronizada), envolvem tabelas e 16gica complexa para tratar casos
especiais e nao oferecem controle explicito sobre ciclos de execugado ou critérios de término das
estimativas. Desenvolver versdes nativas dessas funcdes possibilita implementacdes portaveis,
com precisao ajustavel, ciclos deterministicos e reducdo substancial do tamanho do cédigo,
caracteristicas essenciais em ambientes embarcados (4} [11).

Este trabalho propde, implementa e compara trés estratégias de aproximacao, séries de
Maclaurin, tabelamento com interpolacao e o algoritmo CORDIC, aplicadas as funcdes seno,
cosseno, tangente, arco tangente, exponencial, tangente hiperbolica e sigmoide. Cada método
foi desenvolvido em C, adaptado para a linguagem do SAPHO e avaliado em dois conjuntos de
parametros do processador, considerando precisdo (erro médio) e custo em ciclos de clock.

A organizacdo do artigo € a seguinte: a Secdo |2.| discute o SAPHO e suas particularidades;
os Capitulos 3] ] e [5] apresentam, respectivamente, a fundamentagdo e as escolhas de
implementacdo para Maclaurin, tabelamento e CORDIC; a Sec@o [6] retine a comparagio entre
os métodos e configuracdes; e a Se¢do [/, sintetiza as conclusdes e recomendagdes derivadas
dos resultados.

2. O Processador SAPHO

O processador SAPHO, cujo nome significa Scalable Architecture Processor for Hardware
Optimization, foi projetado para prover alto desempenho e flexibilidade em aplicacOes de
processamento intensivo (KAPISCH; [21). O projeto surgiu da necessidade de solucdes que
otimizem a eficiéncia na execuc¢ao de tarefas computacionais complexas em hardwares distintos,
com énfase na modularidade e na reconfigurabilidade (21).

A arquitetura do SAPHO € modular e orientada para escalabilidade. A estrutura integra
blocos de controle e de dados que permitem a composi¢ao de unidades funcionais especializadas
e a alocacdo automdtica de circuitos conforme as instru¢des do programa.

A ULA do SAPHO ¢ fortemente parametrizavel pelo compilador e por parametros de
projeto. O compilador sinaliza as operacdes necessdrias e a ferramenta gera automaticamente
circuitos especificos dentro da ULA para cada instrucdo detectada. Essa parametriza¢do permite
ajustar a largura de palavra e o formato numérico para equilibrar precisdo, uso de recursos e
laténcia (17).

O fluxo de geracdo de hardware e de inicializacdo parte de uma IDE que traduz cédigo
em um subconjunto de C em Assembly. O funcionamento interno do SAPHO integra a
decodificacdo de instrucdes, a alocagdo dinamica dos recursos necessarios e o roteamento dos
dados entre as unidades funcionais de modo a minimizar laténcia. Mecanismos de predi¢ao e
de verificacdo de dependéncias evitam conflitos e reduzem tempos de espera entre estdgios de
execucdo, o que melhora o rendimento em cendrios com elevada concorréncia de tarefas (21)).

Em suma, a combinacdo de arquitetura modular parametrizavel geracdo automdtica de
hardware e mecanismos de controle avancados torna 0 SAPHO adequado a aplica¢des como
processamento de sinais computacdo de alto desempenho e sistemas embarcados onde o
equilibrio entre precisdo drea e consumo € determinante (KAPISCH; 21)).
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3. Aproximacao por séries de Maclaurin

Nesta secdo apresenta-se a fundamentagdo e as estratégias implementacionais baseadas em
séries de Maclaurin para aproximar fun¢des ndo lineares no contexto do processador SAPHO.
As funcdes consideradas foram: seno, cosseno, tangente, arco-tangente, exponencial, tangente
hiperbdlica e sigmoide.

A Série de Taylor € a base tedrica para aproximagdes polinomiais de funcdes analiticas; a
série de Maclaurin corresponde ao caso especial centrado em 0 e € usada aqui para reduzir o
custo computacional das aproximagdes. A sua forma truncada € dada pela equacao (1] (35 [19).

N )
flay=) 70, (1)

Para fungdes trigonométricas, aproveita-se a periodicidade e realiza-se normalizacao
do argumento, por meio da reducdo do &ngulo, para manter |x| pequeno, melhorando a
convergéncia da série. As séries usuais empregadas sdo apresentadas na equagao 2] (65 20).

:L.2n+1

sin(x) ~ ;<_1)nm7 cos(x) ~ Z(—l)"én)' (2)

A iteracdo eficiente entre termos € feita utilizando a razdo entre termos consecutivos nao nulos
mostrada na equagio 3] o que reduz multiplicagdes e evita o calculo explicito de fatoriais.

2
Tm+2 o x

T (m+1)(m+2)

3)

A tangente foi obtida, pragmaticamente, pela razdo apresentada na equacao 4{ e quando
aplicavel evitando divisdes quando cos(z) é muito pequena, embora também exista uma
expansao direta em poténcias envolvendo nimeros de Bernoulli que pode ser utilizada quando
conveniente. A expansdo por Bernoulli converge lentamente perto dos limites de seu dominio e
requer calculo/armazenamento dos Bs,, para eficiéncia subsequente (18} 6)).

sin(x)

tan(z) = “)

cos(x)

Para a arco-tangente, parte-se da derivada mostrada na equacao [5|e da expansdo geométrica
para obter a série da equacdo [ vélida para |z| < 1. Identidades como arctan(z) =

7 — arctan(l/x) sdo aplicadas para reduzir argumentos fora do intervalo de convergéncia

e, quando necessdrio, transformar o argumento para subintervalos como (—0,5,0,5) a fim de
acelerar a convergéncia (19; 6).

1
% arctan(x) = m (5)
— (1"
arctan(x E o + ] 2”“, lz| <1 (6)
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A forma iterativa empregada utiliza a razdo entre termos dada na equacao

T m—+ 2

(7

A série da exponencial e” possui convergéncia global, conforme a equacdo 8} o que a
torna robusta para aproximagdes numéricas; a relagdo recursiva mostrada na equagdo [9| permite
calculo iterativo com custo controlado (15 3)).

N
x’l’b
Y T ®)
n=0
Tm+1 xz
= 9
T, m+1 ©)

A tangente hiperbdlica e a sigmoide foram tratadas por relagdes com a exponencial.
As férmulas utilizadas aparecem nas equagoes e de modo que a expansdo de e**
fornece aproximacdes para ambas as fungdes, garantindo convergéncia global e comportamento
numérico previsivel ao ajustar n (115 10).

2
tanh(x) = m - 1, (10)
1

Do ponto de vista implementacional, as escolhas principais foram:

1. normalizagdo do argumento para restringir o dominio de aproximacao;

2. critério de parada baseado em tolerancia sobre o0 médulo do préximo termo;

3. aplicacdo de identidades matematicas para acelerar a convergéncia quando necessario.

Essas decisdoes permitem controlar explicitamente a troca entre precisdao (erro médio) e custo
(ciclos de clock), facilitando a adaptag@o dos c6digos em C ao ambiente embarcado do SAPHO
e a avaliagdo comparativa frente a outras técnicas estudadas no trabalho (16 4).

4. Tabelamento

Nesta secdo apresenta-se a técnica de tabelamento e suas aplicagdes prdticas para
aproximacgdo de fungdes ndo lineares no contexto do processador SAPHO. A ideia central
consiste em pré-computar e armazenar valores discretos de uma fung¢do em pontos selecionados,
reduzindo a necessidade de célculo em tempo de execugdo, o que é vantajoso em sistemas com
recursos limitados (15)).

O tabelamento armazena valores da fun¢do em pontos x;, com ¢ = 0,1,..., N, e recorre
a interpolagdo quando o argumento solicitado ndo coincide com um ponto da tabela. A
interpolagdo linear utilizada neste trabalho € referida na equacao (12 (5).

A equagdo [I2] expressa a estimativa linear entre os pontos z; € z;.1, e foi adotada por
apresentar baixo custo computacional e por exigir poucas operagdes aritméticas, caracteristica
importante em aplicagdes embarcadas.
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Tit1 — T4

Para as funcdes trigonométricas, o tabelamento explora simetrias e periodicidade para
reduzir o dominio de armazenamento, por exemplo armazenando valores apenas no intervalo de
0 a /2 e recuperando os demais por transformagdes angulares (6). A interpolagio linear entdo
estima valores intermedidrios com baixo custo de memoria.

A funcdo tangente foi obtida a partir da razdo entre as aproximagdes de seno e cosseno,
evitando tabelamento direto nas vizinhangas de descontinuidade, onde seria necessirio um
numero elevado de entradas para manter precisdo ou o uso de intervalos distintos e de
espacamento irregular para pontos de valor elevado em médulo. Antes da consulta, realiza-
se normalizacdo angular para o intervalo de 0 a 27 e, em seguida, projecdao para a regiao
de referéncia utilizada na tabela, o que garante monotonicidade e uso correto da interpolacdo
(205 18).

A funcdo arco tangente foi tabulada no intervalo de O a 1, sendo tratados valores fora desse
intervalo por meio da identidade mostrada na equagdo [I3] e valores negativos por paridade,
reduzindo assim o espago de armazenamento necessario (6)).

arctan(x) = g — arctan (i) , x>1 (13)

A func¢do exponencial ndo apresenta resultados satisfatorios através do tabelamento, devido
ao seu crescimento nao ciclico, o que leva a necessidade de intervalos artificiais limitados ou ao
consumo excessivo de memoria; por isso recomenda-se empregar métodos alternativos para e*
no contexto deste trabalho (18)).

As fungoes tangente hiperbdlica e sigmoide beneficiam-se de saturagdo em seus extremos,
permitindo tabelamento em intervalos limitados, por exemplo de O a 2 para a tangente
hiperbdlica e de 0 a 6 para a sigmoide, com reconstrucao de valores negativos por simetrias
apropriadas (10).

As vantagens do tabelamento incluem laténcia reduzida e simplicidade de implementacao,
enquanto as limitagdes envolvem o consumo de memoria e perda de precisdo fora do
refinamento da grade tabulada. A escolha do espacamento entre pontos e do método de
interpolag¢do determina o compromisso entre memoria e erro de aproximacao, aspecto avaliado
em comparagao com as demais técnicas estudadas neste trabalho (135]).

5. Algoritmo CORDIC

O COordinate Rotation DIgital Computer (CORDIC), proposto por J. E. Volder em 1959,
¢ um algoritmo iterativo para aproximac¢ao de funcdes trigonométricas, hiperbdlicas e lineares
mediante rotagdes discretas e operacdes de deslocamento em aritmética fixa (2; [13). A seguir
apresenta-se, de forma concisa e referenciada, a deducio e as equagdes essenciais no modo
circular, que foram empregadas na implementagdo avaliadas neste trabalho. A relacdo linear
que descreve a rotagdo de um ponto (g, yo) pelo angulo ¢ é dada pela Equagao (14 (14} 2).

o] = [eme el []. 0
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Fatorando o termo cos(¢) e adotando rotagdes elementares com tan(¢,) = 27", obtém-
se a forma conveniente para implementacio em hardware, em que o multiplicador por 27"
reduz-se a deslocamentos de bit, mostrada na Equagdo |15|onde ¢,, = arctan(27") e o fator de
proporcionalidade consiste no produto cumulativo dos cos(¢,,) sobre as iteragdes (22; 7).

:fzisr(f(bd))) 222?)} = cos(g) {—taln(@ tanfgb)}’ (15)
:—Czisr(lg(b&i) Sﬁﬁﬂ x [—21 21} (16)

O ganho acumulado K, originado pela multiplica¢@o sucessiva pelas componentes cos(¢,,)
converge rapidamente. Assim, a normalizagdo inicial por 1/K,, é adotada na prética para
eliminar a necessidade de corre¢do ao fim da aproximagao. O limite é dado na Equacao

1 - :
= lim [[Vv1+ 22 ~ 1.6467605. (17)

Desenvolvendo a multiplicagdo matricial elemento a elemento para um passo qualquer e
utilizando 27" como razdo entre termos, obtém-se as atualizacOes iterativas elementares, com
sentido horério ou anti-hordrio tratado pelo sinal apropriado, mostrado na Equagao Para
uma iteragdo, d,, = +1sez, > 0ed, = —1se z, <0,ez = ¢. Otermo arctan(27") é
obtido a partir de uma tabela pré-computada com N entradas (135 22).

Tn41 = Tp — dn 27" Yn,
Yn+1 = Yn + d, 27" T, (18)

Zni1 = Zp — dp, arctan(27™),

Ao término de N iteragdes, tendo sido aplicada a normalizag@o inicial por 1/K ., quando
necessdrio, os componentes do vetor aproximam as funcgdes trigonométricas desejadas, com
Ty = cos(¢) e yy ~ sin(¢) (7;22).

Os modos vetorial e hiperb6lico do CORDIC sao conceitualmente andlogos ao modo
circular: no modo vetorial executa-se rotagdes de modo a reduzir a componente y a
zero com acumulacdo angular em z, procedimento usado para arctan, enquanto o modo
hiperbdlico emprega rotagdes hiperbdlicas e tabelas de artanh(2~™) para obter sinh, cosh, tanh,
exponenciais e logaritmos. (7;12)

6. Implementacao em Codigo e Comparacao dos Resultados

Para avaliar as aproximacdes implementadas, isto €, séries de Maclaurin, tabelamento e o
algoritmo CORDIC, foram realizadas implementagdes em C e adaptacdes para a sublinguagem
do processador soft-core SAPHO. As funcdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente, foram
avaliadas em radianos no intervalo [0, 6,3], para que um periodo completo fosse incluso nos
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testes, enquanto as fungdes nao periddicas, arco tangente, exponencial, tangente hiperbdlica
e sigmoide, foram avaliadas em [—2,2]. Todas as fun¢des foram testadas com um passo de
0,01. Em cada ponto testado calculou-se o erro absoluto da aproximacdo em relacdo ao valor
de referéncia e o nimero médio de ciclos de clock necessarios a convergéncia.

Os testes consideraram dois conjuntos de parametros do SAPHO, que aparecem
discriminados nos graficos e nas tabelas: 32 bits na ULA (1 bit sinal, 8 bits expoente, 23 bits
mantissa) 23 bits na ULA (1 bit sinal, 6 bits expoente, 16 bits mantissa). A Figura |I| mostra
um desses graficos, que relaciona os valores de entrada, partindo de x = 0, entdo x = 0,01,
depois © = 0,02, com incrementos Ax = 0,01 até chegar em z = 6.3, em relag@o ao erro
obtido comparando os resultados obtidos com as aproximacdes deste trabalho com os resultados
obtidos utilizando a biblioteca numpy da linguagem de programacgao Python.

——— Erro - Maclaurin Senc 32
3001+ ~——— Erro - Maclaurin Seno 23

Erro Absoluto

0 1 2 3 4 5 6

Angulo (rad)

Figure 1: Erro da funcdo seno através de séries de Maclaurin.

Em vez de se apresentar as 40 figuras individuais geradas, foram criados trés gréficos
agregados que condensam todos os resultados por método, sendo esses os Graficos [2] [3| e ]
Nelas, estdo contidos também os valores para o nimero médio de ciclos de clock necessario
para a convergéncia, que serve como uma estimativa de quao rapidamente os resultados sdao
obtidos no processador. Esses valores sdo mostrados nos topos das barras que representam
o erro médio de cada método. Assim, na horizontal dos graficos tem-se: o método utilizado
e o numero de bits na ULA. No eixo vertical, ou seja, a amplitude das barras, o erro médio
calculado. E no topo das barras, o nimero médio de ciclos de clock para a convergéncia.
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Erro

Erro

Erro

Erros - Maclaurin

0.004+

0.0034

0.0024

0.001

487.67

232.74 16436 548,06
Seno Cosseno Tangente Arco Tangente Exponencial Tanh Sigmoide

Funcéo

Figure 2: Erros — Séries de Maclaurin com 32 e 23 bits.

Erros - Tabelamento

0.0016+4

0.0014-

0.00124

0.001+

0.0008-

0.0006+

0.0004+

238.38
238.38
X 76.55
1102 1192 195 6912259 s1.80 | sLaz 2029 49.28 7655
Seno Cosseno Tangente Arce Tangente Exponencial Tanh Sigmoide
Funcdo

Figure 3: Erros — Tabelamento com 32 e 23 bits.

Erros - CORDIC

0.008+

0.007+

0.006+

0.005+

0.004-

0.003+

0.002-

0.001+

04

560.03

551.99 440.63
553.57 438.4

1077.2 485.95 567.99 456.63

Seno Cosseno Tangente Arco Tangente Exponencial Tanh Sigmoide

Fungdo

Figure 4: Erros — CORDIC com 32 e 23 bits.
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7. Conclusao

A andlise dos resultados indica que o algoritmo CORDIC ndo foi a alternativa mais
satisfatdria no ambiente experimental considerado: embora, teoricamente, o CORDIC necessite
de aproximadamente 16 iteracdes para alcancar uma incerteza da ordem de £5x 107, devido a
adicao sucessiva dos termos +27" em cada iteragdo, na pratica o erro numérico introduzido pela
aritmética em ponto flutuante de 23 e 32 bits supera essa melhora tedrica. Em particular, somas e
subtracdes entre parcelas muito pequenas tornam o sinal d,, sensivel a erros de arredondamento,
ocasionando escolhas de rotagdo incorretas e picos de erro observaveis nos resultados. Além
disso, aumentar o nimero de iteracdes além de certos valores 6timos, aproximadamente N = 14
para 32 bits e N = 11 para 23 bits, ndo reduz o erro médio por conta do erro acumulado vindo
da forma de representacdo numérica, enquanto eleva o nimero necessario de ciclos de clock
da aproximag@o. Uma alternativa com potencial seria a implementacdo de CORDIC inteiro
quantizado, que pode mitigar os efeitos de arredondamento de ponto flutuante e melhorar a
precisdo sem aumento proibitivo do ndmero de ciclos, o que merece investigagdo em trabalhos
futuros (13} (12).

Ao comparar tabelamento e séries de Maclaurin observa-se uma dualidade clara: as séries
de Maclaurin, na configuragdo de 32 bits, proporcionaram, em média, a maior precisao,
porém a um custo de maior nimero médio de ciclos de clock; o tabelamento, por sua vez,
mostrou-se significativamente mais rdpido e, com 23 bits na ULA, frequentemente alcancou
melhor precisd@o e menor custo em ciclos do que a implementacdo por Maclaurin com 23 bits,
evidenciando que nao hd uma alternativa que apresenta resultados objetivamente melhores para
um caso geral do que os demais. Deve-se ainda notar que pardmetros experimentais como
a tolerancia de parada nas séries de Maclaurin e o nimero de entradas da tabela de valores,
isto €, 48 valores armazenados na memoria para cada aproximacao, influenciam fortemente os
resultados, de modo que ajustes dirigidos pelos requisitos da aplicacdo podem alterar o balango
entre precisao e desempenho.

Em suma, com os parametros usados neste trabalho, ou seja, larguras de ULA, nimero de
entradas em tabelas e tolerncia de parada, as séries de Maclaurin em 32 bits sdo a melhor
op¢ao quando a prioridade € precisdo; o tabelamento € preferivel quando a prioridade € laténcia
e economia de logica, especialmente em representacdes de 23 bits; e o CORDIC em ponto
flutuante mostrou-se menos atrativo devido a sensibilidade ao arredondamento.
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IMPLEMENTATION OF NONLINEAR FUNCTIONS IN AN FPGA-BASED SOFT-CORE
PROCESSOR

Abstract.  This paper describes the implementation and comparison of different methods for
approximating nonlinear functions on the SAPHO reduced-architecture soft-core processor. The study
considers the sine, cosine, tangent, arctangent, exponential, hyperbolic tangent and sigmoid functions,
and evaluates three approaches: Maclaurin series, lookup tables with interpolation, and the CORDIC
algorithm. Implementations were performed for two data-width configurations (23 and 32 bits) and
assessed in terms of mean error and number of clock cycles required for execution. Results indicate
that Maclaurin series tend to provide higher accuracy—especially in the 32-bit configuration—at the
expense of longer execution time. Lookup tables present a favorable trade-off between accuracy and
performance, while CORDIC performed worse on the SAPHO due to its demand for higher precision
and the propagation of errors in the floating-point computation circuitry. Conclusions are supported by
graphs, tables and code excerpts that substantiate the analysis.

Keywords: FPGA, Numerical Approximations, Nonlinear Functions, Embedded Processor
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